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Introducao

Todo numero natural z > 1 pode ser decomposto em um nimero finito n de fatores primos a;,
1 <4 < n. Cada fator primo de z tem uma multiplicidade m;, que é o maximo inteiro m tal que
(a;)™ é divisor de . Isso também pode ser representado como:

n

v =[J(a)™ (1)

i=1

Dados os n fatores primos de x e suas multiplicidades, definimos:

e N(z) como o numero total de fatores que devem ser multiplicados para que o resultado seja
x. Por exemplo, considerando 100 =2-2-5 -5, temos N(100) = 4.

e S(z) como a soma de cada fator tantas vezes quantas ele aparece na decomposigao de x em
fatores primos. Repetindo o mesmo exemplo, S(100) =242 +5+5 = 14.

Matematicamente, temos
n n
N(z) = Zmi S(x) = Zaimi
i=1 i=1

A seqiiéncia

Dado um nimero natural zg > 1, definimos uma seqiiéncia d(zp) = (an)nen na qual cada elemento
é igual a soma dos fatores do anterior, comegando por xg:

d(l‘o) = (l‘o, S(l‘o), S(S(a',‘o)), .. )

A partir dessa, definimos a segiiéncia do nimero de fatores relativa a xo, D(xo) = (bn)nen, na qual
cada elemento é a soma dos fatores do elemento correspondente (de mesmo indice) da seqiiéncia
acima — ou seja, b, = N(ay):

D(zo) = (N(z0), N(S(20)), N(5(5(20))), - --)-

Por exemplo, a seqiiéncia do niimero de fatores relativa a zg = 100 pode ser construida da
seguinte maneira:

e 100 =2-2-5-5. Ha quatro fatores (este, 4, é o primeiro niimero da seqiiéncia) e a sua soma
é 14.

e Tomamos a soma obtida no passo anterior, 14 = 2-7. H4 dois fatores (2 é o segundo elemento
da seqiiéncia), cuja soma é 9.

e Repetimos o processo, obtendo um novo nimero de fatores (o préximo elemento da seqiiéncia)
e uma nova soma dos fatores (que serd utilizada no préximo passo).

Ao final do processo, obtemos:

n o an S(an) N(an)=b,
1 100=2-2-5-5 14 4
2 14=2-7 9 2
3 9=3-3 6 2
4 6=2-3 5 2
5 5=05 5 1
6 5=5 5 1




A seqiiéncia propriamente dita corresponde a ultima coluna da tabela. Perceba que sempre que
n > 5, temos a, = 5 — diremos, por isso, que a seqiiéncia da soma de fatores (a,) converge para
5. Da mesma maneira, a seqiiéncia do nimero de fatores, (b,), converge para 1:

D(100) = (4,2,2,2,1,...)

Notacao

Serao também utilizadas as seguintes notagoes:
e N=1{1,2,3,...}, o conjunto dos niimeros naturais.
e P={2,3,57,...}, o conjunto dos nimeros primos.

e O =N—(PU{1}), o conjunto dos niimeros compostos.

Conjectura

Serd que para todo g > 1 é verdade que D(x() converge para 1?7 Ou, equivalentemente, serd que
d(xp) converge para um nimero primo?

Verifica-se que ndo para rg =4 = 2 - 2, pois

d(zo) = (4,4,4,...)
D(xz) =(2,2,2,...) converge para 2

Serd que ha mais algum x, tal que d(z¢) ndo converge para 17
Veremos a seguir que nao, como conseqiiéncia direta do seguinte teorema:

Teorema 1. Todo nimero natural € C — {4} tem a seguinte propriedade P(z):
P(z) =z € P ou P(S(x))

A demonstracao desse teorema sera feita a partir de certos resultados que sado enunciados e demon-
strados a seguir.

Lema 1. Dados z,y € N,z >2 ey > 2, vale xzy >z +y.

Demonstragio.
xy(z+y)y(le>y[x<1;>l} 2)

<

Para y > 2, tem-se

e portanto 1 — — >

1
x<1—>>1
Y

Substituindo na equagao (2), vé-se diretamente que zy — (xz + y) > 0, que equivale & desigualdade
procurada. |

< |~
N

1
2

< | =

Como x > 2, segue que

Lema 2. Dado um conjunto de n numeros naturais ai, ..., a,, todos maiores que 2, vale

n n
E a; < Hai.
i=1 i=1

Demonstracdo. Vamos usar indugao sobre n. O caso n = 2 corresponde ao Lema 1; agora seja
n > 2. Pela hipotese de indugao,

a;+ag+---+ap—1<a1ag---Ap_1.



Pela desigualdade do Lema 1,
(a1 +as+-+an-1)+ta, < (a1 +az+- -+ ap_1)an.
Utilizando a hipdtese de inducao,
(a1 4+ag+ -+ an_1)a, < (a1a2 - an_1)an,.
Reunindo essas duas igualdades, temos
(a1 +as+- -+ an-1)+a, <(araz:--ap_1)any,

como queriamos demonstrar. [ |

Lema 3. Dado qualquer nimero natural m > 2, tem-se
2™ > 2m.

Demonstragdo, por inducio em m. Para m = 3, a desigualdade é imediata: 22 =8 > 6 = 2- 3.
Agora seja m > 3. Por hipétese, tem-se 271 > 2(m — 1). Assim,

2m=1. 2 =92 > 2(m —1)-2=4m —4 =2m +2(m — 2)
Como m > 2, tem-se 2(m — 2) > 0, e portanto
2™ > 2m,

como queriamos demonstrar. |

Uma forma “fraca” desse lema é a seguinte: para m € N, tem-se
2™ > 2m.

A verificacdo é imediata para m =1 e m = 2.

Afirmagao 1. Dados m,n € N e uma seqiiéncia de n niimeros naturais a;, 1 < ¢ <n, com a; > 2,

vale . .
2mHai > 2m+Zai.
i=1 i=1

Demonstracao. Pelo Lema 1, tem-se
2™ (arag - an) > 2™ + (a1ag - - - ay).
22 >2

Pelo Lema 2, tem-se
2™+ (ajag--an) > 2"+ (a1 +as 4+ -+ ap).

Pela forma fraca do Lema 3, tem-se
2" 4 (a1 +ag 4 - an) > 2m+ (a1 +az + -+ an).
Reunindo essas trés desigualdades, tem-se, como queriamos demonstrar,

2Maag - -anp >2m+a; +as + -+ ap.

Afirmagao 2. Dados n € N, uma seqiiéncia de n nimeros naturais a;, 1 <7 <n, com a; > 2, e
uma seqiiéncia de expoentes naturais m;, 0 < i < n, vale

2mMogiM gt > 2mg 4+ arma + ... A My,



Demonstra¢ao. Podemos tomar uma seqiiéncia (by,...,by), com

N = iml
i=1

e estabelecer uma relacao entre as seqiiéncias (a;) e (b;):

by =+ =bm, =a1
Doyt = -+ = b,y = a2
by 4odmp 141 = - = Oy, =

Dessa maneira, temos

a;nl...a:ln":bl...bN
amy+ -+ apymy, =by + -+ by

e, pela Afirmacao 1,
2™y - by > 2mg + b1 + -+ + by,

que equivale a desigualdade que queriamos demonstrar.

Corolario. Dado um ndmero natural x € C' — {4}, tem-se S(z) < z.

De fato, qualquer nimero composto pode ser escrito como um produto de N fatores primos
distintos, elevados a expoentes naturais. Se tomarmos como (az, ..., a,) os fatores primos diferentes
de 2, (mq,...,my) as suas respectivas multiplicidades, e mgy a multiplicidade do fator 2, x e S(z)
podem ser escritos como

= QMom1 . am
x=2"%a; a,™

S(x) =2mog +armi + -+ apymy,

Se tivermos mo > 1 en > 1, temos S(z) < x pela Afirmacao 2. Se tivermos mg = 0, S(x) < = pelo
Lema 2. Se tivermos n =0, S(z) < x pelo Lema 3 (pois mg > 2 na hip6tese de que x é composto
e diferente de 4).

E de imediata verificacdo que, para todo y € P U {4}, tem-se S(z) = x. [ ]

Teorema 1. Todo nimero natural € C — {4} tem a seguinte propriedade P(z):
P(z) =z € P ou P(S(x))

Demonstragao. Seja xg > 4 (é imediato que a propriedade vale para zp = 2 e g = 3). Como
a soma de fatores primos de qualquer nimero é maior que 1, a seqiiéncia d(xg) = (a,) estd bem
definida para todo n € N, de maneira que a,1+1 = S(a,).

J4 provamos que, para todo x diferente de 4 e composto, S(z) < x. Supondo, por absurdo,
que a seqiiéncia (a,) acima nao contém nenhum nimero primo nem igual a 4, temos que a,11 =
S(an) < a, para todo n > 0 — ou seja, a seqiiéncia é estritamente decrescente. Portanto, existe,
para qualquer ntimero natural k, algum ¢ tal que a; < k; em particular, existe 4 tal que a; < 2. Isso
é um absurdo, pois a; é a soma dos fatores primos de um outro nimero natural; logo, a suposicao
de que (a,) ndo contém nimeros primos ou 4 é falsa, o que prova o teorema.



