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1 Introdugao

Consideremos um sistema de particulas, rotuladas por um
certo indice a: cada particula tem massa m, e tem sua
posicao descrita pelo vetor r, em relagao a uma certa origem
O. E conveniente introduzir o centro de massa (CM) do
sistema, que representa a “posicao média” das particulas,
ponderada por suas massas:

1
R= M;marm (1)

em que M =) m, é a massa total do sistema. Com isso,
podemos expressar a posicao de cada particula em relagao
ao centro de massa, r.,, como

r,=r,—R (2)

Essas coordenadas sao ilustradas na figura 1.

Figura 1: Coordenadas utilizadas na descricdo de um sistema
rigido de particulas.

2 Corpos rigidos

Se as distancias relativas entre quaisquer duas particulas
do sistema forem invariantes pela acao de forgas externas,
dizemos que o sistema é um corpo rigido. Nessas condigoes,
o movimento do sistema sempre pode ser decomposto em
duas partes independentes: uma rotagao do corpo em torno
de um certo eixo e uma translagao do corpo como um todo.

2.1 Rotacao

A rotacao rigida de um corpo pode ser bastante complexa;
mas a cada instante podemos sempre associar ao movimento
um eizo instantineo de rota¢do. A essa descri¢do nos é 1til
introduzir o vetor velocidade angular w, que pode também
ser definido para um “sistema”’ de uma unica particula. Esse
vetor é caracterizado por:

e mdédulo igual a velocidade angular (instantanea) ao
longo do eixo (instantaneo) de rotagao;

e direcao dada pelo eixo de rotacao;

e sentido dado pela regra da mao direita, conforme a
figura 2, na qual uma particula faz uma rotagao no sen-
tido anti-horario se observada contra a dire¢ao de w.

Figura 2: Representacao do vetor velocidade angular w para
um movimento de rotagdo num plano.

Na figura 2, o vetor r representa a posicao da particula
em relagdo a wm ponto (fixo) no eizo de rotagdo. Escreve-
remos r = r +r|, em que r (a componente radial de r) é
perpendicular ao eixo de rotacao e r (a componente axial) é
paralelo ao eixo. Dada a velocidade angular w da particula,
o médulo de sua velocidade serd v = wr , em que r; = |r] |
é a sua distancia ao eixo de rotagao.

O vetor velocidade deve ser perpendicular ao eixo de rota-
¢ao (ja que ele é perpendicular ao movimento) e a r; (para
que v seja tangente a trajetéria); além disso, v deve ser
perpendicular a r = ry + r), pois v L r| pela primeira
condicao e v L r) pela segunda condigao. Assim, v tem a
mesma dire¢do de w x r. O médulo de v é igual ao médulo
de w x r, pelo que foi observado acima. Usando a regra
da mao direita, verificamos que essa é realmente a relacgao
correta:

V=wXr (3)

Note que nao importa qual ponto do eixo escolhemos como
origem, ja que a componente r| nao entra na nossa conta:
w Xxr|=0eportanto w Xr=w xXrj.

Observe que a origem é um ponto fixo do movimento por
estar sobre o eixo de rotacao; no entanto, se o eixo de rotagao
nao passar pela origem, devemos substituir o vetor posicao r
pelo vetor posicao relativo ao eixo, r —a, em que a é o vetor
posigao de um ponto fixo do eixo. Assim, a forma mais geral
do vetor velocidade devido a rotagao com um ponto fixo na
posicao a é

v=w X (r—a) (4)

A seguir, usaremos essa equagdo para descrever o movi-
mento das particulas de um corpo rigido que gira em torno
de um eixo e com ela calcular algumas propriedades dinami-
cas dos corpos rigidos.



Energia cinética

A energia cinética do corpo é, por defini¢do, a soma das
energias cinéticas de todas as particulas constituintes:

T=>To=)_ %mavi (5)

Se o corpo estd girando com velocidade angular w em torno
de um eixo, e as posicoes r, das particulas sao medidas em
relagdo a um ponto sobre esse eixo, temos v, = w X ry;
portanto,

1 1
T = 5 Ea;ma(w X ra)2 = ggma I:UJQTi - (w : rOé)Q:I

O termo entre colchetes pode ser reescrito usando a notacao
de Einstein:
2.2 2 2 2
wrs — (W ry)* = wiwiry, — (WiTas)

2
= wiéijwjra — WiTaiWjTaj

Assim, a energia cinética escreve-se como

1
T = iwi Zma (5@'7‘2 - TOﬂ'T'aj) Wy (6)

O termo central entre colchetes é denominado tensor de inér-
cia, I;;, com o qual a energia cinética adquire uma forma
bastante simples:

Iij = Z Mea ((SZJT’(% — rm-raj) (7)
1
T = §wilijwj (8)

Essa expressao para a energia cinética também pode ser es-
crita em forma matricial: T = %wTIw. O tensor de inércia
também pode ser expresso em notacao matricial:

1= Zma (r2l —r,r,), (9)

em que 1 é a matriz identidade (3 x 3).

Na maior parte dos casos de interesse em mecanica clas-
sica, os sistemas de particulas sao considerados como con-
tinuos; nesse caso, a descrigao do sistema como uma soma
sobre todas as particulas nao é adequada; devemos substi-
tuir a massa de cada particula por um elemento de massa
dm = p(r)dV (sendo dV um elemento de volume e p(r) a
densidade de massa na posicdo r), e a soma por uma inte-
gral. Por exemplo, o tensor de inércia seria expresso como

L; = /// p(r) (8;57% — riry) d°r, (10)

em que a integral é feita sobre todo o volume do corpo.
Quando o corpo é considerado bi- ou unidimensional, a in-
tegral é transformada em uma integral dupla ou simples, e
a densidade volumétrica é substituida por uma densidade
superficial ou linear. Continuaremos empregando a nota-
¢ao de sistemas discretos, mas as alteragoes para sistemas

continuos devem ser 6bvias daqui em diante.

CAPITULO 2. CORPOS RIGIDOS

Momento angular

O momento angular também é uma grandeza aditiva, ou
seja,

L:ZLQ:Zra xpa:Zmara X Vg
« (0% «

Assim, teremos, para uma rotagao,
L= Zmara X (W X ry) = Zma [riw — (ra ~w)ra]
« «

Novamente, utilizaremos a notacao de Einstein para reescre-
ver a componente-i dessa expressao:

L, = Zma [wiri — (rajwj) rm}

2 : 2
= My [5ijwj7‘a — T’oéi’l”ajo.)jjl = 135Wj
o

ou, em notacao matricial, L = Iw.

Mudanga de coordenadas

A expressao do tensor de inércia depende do sistema de coor-
denadas usado, que foi suposto ter a origem sobre um ponto
O do eixo de rotacdo. Na verdade, essa expressao também
pode ser utilizada para rotagdes em torno de qualquer eixo
que passe pelo ponto O, ou seja, qualquer rotacao que deixe
o ponto O fixo. Se a rotacao for em torno de um outro ponto
O’ = O + a, vimos que devemos substituir r, por r, — a.
Fazendo essa mudanga na expressao do tensor de inércia (9),
teremos

T R N

:z:ma[(ri—&—CL2—2I'O¢-a)1—rO¢rI—aaT

(03

—|—raa—r —I—ar;—}
I’:I+M(a21—aaT+RaT+aRT—Z(R-a)l)7 (11)

em que I é o tensor de inércia original (em relagdo ao ponto
0). Normalmente calculamos I no sistema de coordenadas
do centro de massa (O = CM), de modo que R = 0. A
partir de I = Igy podemos calcular o tensor de inércia I’
em relagdo a um ponto O’ = O + a qualquer de maneira
simples:

I'=TIcu + M (a’1 —aa') (12)

Esse resultado é conhecido como teorema dos eizos paralelos
ou teorema de Steiner.

2.2 Rotacao e translacao

Consideramos aqui que o corpo em questao estd girando em
torno de um eixo de rotagao, sobre o qual hd um ponto A =
O + a que se desloca com uma velocidade u. A velocidade
de um ponto P do corpo na posic¢ao r (em relagao a O) ser4,
entao,

v=u+4wXx (r —a) (13)



2.2. ROTACAO E TRANSLACAO

Note que a posigdo do eixo de rotacdo (mas ndo a sua
diregdo) n@o é unica; se considerarmos um outro ponto
B = 0O + b arbitrario, podemos reescrever a velocidade
acima como

v=u+t+wx(b—a)+wx(r—b)
M
que corresponde a uma rotagao, também com velocidade
angular w, em torno do ponto B (ou, equivalentemente, em
torno de um eixo que passa por ele, paralelo a w e portanto
paralelo ao eixo original), que se desloca com uma velocidade
u=u+wx(b-—a).

Com isso, podemos considerar que o corpo gira em torno
da origem O que se desloca com velocidade u — w X a.
Esse movimento da origem pode ser interpretado como uma
translacdo (idéntica & do ponto A) somada & rotacao de O
em torno de A, de modo que a rotagdo de um ponto P em
torno de A pode ser tomada como uma rotagao em torno de
O somada a uma rotacdo de O em torno de A.

Assim, podemos considerar que a = 0 e calcular a energia
cinética do corpo rigido usando para cada ponto a velocidade
v=u+w Xr (em que u ji contém a eventual mudanga de
eixo de rotacao):

T = ;za:ma(u—l—w><ra)2
:%Zma [u2+(wxra)2+2u~w><ra]
(6%

1 1
T:§Mu2+§wTIw+Mu~w><R (14)

Quando utilizamos o referencial do centro de massa (no
qual R = 0), obtemos um resultado bastante conhecido: a
energia cinética se decompoe em duas componentes, uma
puramente rotacional e uma puramente translacional:

1 1
T = 5Mu%M + inICMw (15)
N—_————

translagao rotacao



