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Seja A(t) uma matriz m x m integravel, de entradas complexas e tal que A(t) comuta com A(t")
para todos t,t’. A matriz de Dyson de A é dada por

D(t)ED(t,tO):1+§:/t/tl---/tn1A(tl)A(tg)---A(tn)dtndtn_l--- dty (1)

Mostraremos que, neste caso (A comuta consigo mesma para instantes diferentes), a matriz de
Dyson tem a forma a seguir (omitimos a dependéncia explicita em to para ndo carregar demais a

notagdo): t
E(t) = exp ( /t Ar) dT) @)

¢
Por conveniéncia de notagao, definimos B(t) = / A(r)dr, e assim temos
to
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Como as operagoes de integracao e derivagao de matrizes sdo definidas elemento a elemento,
podemos afirmar que B’(t) = A(t). No entanto, ao derivar poténcias de B(t), precisamos de
especial cuidado. Notemos primeiro que B(t) comuta com A(t):

A()B(t) = A(t) /t t A(r)dr = /t t A A(r)dr = /t t A(F)A(t)dr = { /t t A(T)dT] A(t) = B(H)A()

Derivar B(t)¥ é derivar um produto de k matrizes — vamos denominé-las By, ..., By para
facilitar a identificagao e usar a regra do produto para o computo da derivada:

d
T (B1By--+By) = (B|By---By) + (B1By--Bg) + -+ (B1Ba -+ Bp_1By)

Agora voltamos a escrever B; = B(t) Vt, e observamos que B} = B'(t) = A(t) comuta com B;
para quaisquer i, j. Assim, podemos escrever

%B(t)k = A(t)B(t)*"" + B(t)A(®)B(t)* 2 + -+ B(t)* 2 A(t) B(t) + B(t)* 1 A(t)
= kA(t)B(H)*! (4)
Daqui vemos que
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Diretamente da definigdo percebemos que E(tp) = exp0 = 1, e portanto F(t) satisfaz a mesma
equacao diferencial e as mesmas condigdes iniciais que D(t) = D(t,tg) (considerado como fungao
apenas de t, com t( fixo, o que significa que a derivada abaixo é, na realidade, uma derivada parcial
em relagdo a t):

{ D'(t) = A(t)D(t) -

D(to) = 1

Podemos encarar essa equacao na matriz D(t) como um conjunto de m equagoes nos vetores-coluna
D1 (t), ..., Dn(t) que formam a matriz D(t):

!
Dl =A0D 0 .
Dj(to) = e,

Perceba que a multiplicacao & esquerda por A(t) se “distribui” pelas colunas de D(t), permitindo
que realmente separemos a equagao diferencial, e a condicao inicial fica expressa em termos das
colunas da matriz identidade: e; é a j-ésima coluna da matriz identidade, que contém o elemento
1 na j-ésima linha e 0 nas demais posigoes.

Com essa separagao, podemos usar o teorema de existéncia e unicidade para concluir que o
problema (6) tem solucao tnica, e portanto E(t) = D(t).



